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 سزفصل ّا:

 تؼارٗف 

 اًَاع هؼادلِ دٗفزاًس٘ل هزتثِ اٍل 

 .هؼبدلات جذاضذ1ًٖ

 .هؼبدلات ّوگي2

 .هؼبدلِ کبهل3

 .ػبهل اًتگزال سبس4

 .هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل خكٖ هزتجِ اٍل5

 .هؼبدلِ ثزًَل6ٖ

 هس٘ز ّإ قائن 

 دلات خطٖ هزتثِ دٍمهؼا 

 ّستٌذxٍyرٍش حل هؼبدلاتٖ کِ فبلذ 

 ام خطٖ ّست(nػولگز دٗفزاًس٘لٖ)هزتثِ 

 .ّوگي ٍ غ٘ز ّوگي1

 اٍٗلز کطٖرٍش .2

 ؾزاٗت ًبهؼ٘يرٍش .3

 تغ٘٘ز پبراهتزّبرٍش .4

 کبّص هزتجِرٍش .5

 تا استفادُ اس  سزٕ حل هؼادلات 

 .سزٕ تَا1ًٖ

 .فزٍثٌَ٘٘س2

 تثذٗلات لاپلاس 

 تجذٗل لاپلاس.1

 لؿبٗبٕ اًتمبل .2

 تجذٗل لاپلاس هطتك  .3
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                             هؼادلِ دٗفزاًس٘ل هؼوَلٖ

  

 .را ٗک هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل گٌَٗذ yٍ هطتمبت  yِ ٍ هتغ٘ز ٍاثست xّز هؼبدلِ ضبهل هتغ٘ز هستمل 

2 1

1 3

2 7

.

.

.

y x x

x y

x y

  

  

   

  هزتثِ هؼادلِ دٗفزاًس٘ل:

 هزتجٔ ثبلاتزٗي هطتك هَجَد در هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل را هزتجٔ هؼبدلِ گٌَٗذ.

 :درجِ هؼادلِ دٗفزاًس٘ل

 هؼبدلِ گٌَٗذ. درجِ تَاى ثبلاتزٗي هطتك هَجَد در هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل را

 هثال:

         1هزتجِ

2هزتجِ     

   
     

 

 (را ًگبُ کٌ٘ن  )پس ثبٗذ هطتك 

 

 قزارداد:

 دّ٘ن: ام را در حبلت کلٖ ثِ غَرت سٗز ًطبى هٖ  ٗک هؼبدلِ هزتجِ  

 (                )    
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 تؼزٗف جَاب:

 جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل گٌَٗذ ّزگبُ:      در فبغلٔ        تبثغ  

 کٌذة( در هؼبدلِ غذق    الف( تؼزٗف ضذُ ثبضذ

ًطبى دّ٘ذ   توزٗي:
       

        
 

 

 است.          جَاة    

  جَاب:

 

sin

cos

cos 0 (2 1)
2

x

x

x x n


   

 

                               : قزف اٍل

 : قزف دٍم                       

 

     ثبثت کٌ٘ذ  توزٗي:
∫     

  
 

 
    

 جَاة هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز است: 

         

∫   لؿ٘ٔ دٍم حسبة: ٗادآٍرٕ:                                   
    

    
 

 جَاب:

             
∫     

 

 

      
     

      
    (   

∫     
  

 

 

    
)

   

 : قزف اٍل
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 چٌبى ٗبفت ضَد کِ:       را ؾوٌٖ گٌَٗذ ّزگبُ          تبثغ  تاتغ ضوٌٖ:

 (      )    

 ؾوٌٖ است؟         هثال:

   √     

 )غ٘ز هوکي(        ؾوٌٖ ً٘ست سٗزا        ٍلٖ 

 

ٍ ّزگبُ اس جَاة هطتك  ضَد هٖ جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل دٗفزاًس٘ل اًتگزال ثگ٘زٗن اس خَد هؼبدلٔ :تَجِ

 خَد هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل.ضَد  ثگ٘زٗن هٖ

 

است ّزگبُ هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل ثب جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل          تبثغ ؾوٌٖ  جَاب ضوٌٖ:

 گ٘زٕ اس رٍٕ آى ثذست آٗذ. هطتك

 

 است.        هؼبدلِ جَاة            ًطبى دّ٘ذ  توزٗي:

 جَاب:
           

  
                               

 

 

 پاراهتزٕ اس جَاب:  خاًَادُ 

 ثبضذ.        پبراهتز   پبراهتزٕ گٌَٗذ ّزگبُ دارإ   ام را خبًَادٓ   ٗک جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل هزتجٔ 

     ًطبى دّ٘ذ توزٗي:
     

 ٓ دٍ پبراهتزٕ هؼبدلٔ دٗفزاًس٘لٗک خبًَاد    
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 است.              

 دّ٘ن جَاة است: ًطبى هٖ

      
      

    

      
       

    

                                                       0 

 

 جَاب ػوَهٖ:

 جَاثٖ است کِ:

 ام ثبضذ.  پبراهتزٕ هؼبدلٔ هزتجٔ   الف( ٗک خبًَادٓ 

 پبراهتزّب(ة( ّوِ جَاثْب اس رٍٕ آى ثذست آٗذ )ثِ اسإ اًتخبة 

 

 جَاب خصَصٖ:

 جَاثٖ کِ اس رٍٕ جَاة ػوَهٖ ثِ اسإ همذار هطخع پبراهتزّب ثذست آٗذ.

 

 ضزاٗط اٍلِ٘:

هطخع    در ًمكِ  ،...  ،  ، جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل ثبضذ، همذار        ضزاٗكٖ کِ در آى اگز 

 ثبضذ.

 جَاب هٌفزد:

 اس رٍٕ جَاة ػوَهٖ ثذست ً٘بٗذ.جَاثٖ اس هؼبدلِ است کِ تحت ّ٘چ ضزاٗكٖ 
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را در ًظز ثگ٘زٗذ. در اٌٗػَرت         ، جَاة ػوَهٖ             هؼبدلٔ  هثال:

   
  

 
 ٗک جَاة هٌفزد است. 

 

 طزٗقٔ پ٘ذا کزدى هؼادلِ دٗفزاًس٘ل اس رٍٕ جَاب ػوَهٖ آى:

 ام ثبضذ  کٌ٘ن، ثبٗذ هزتجٔ  إ کِ پ٘ذا هٖ پبراهتزٕ ثبضذ هؼبدلِ  اگز جَاة ػوَهٖ، 

 گ٘زٗن الف( ثِ تؼذاد پبراهتزّب هطتك هٖ

 کٌ٘ن ة( اس ث٘ي رٍاثف هَجَد پبراهتزّب را حذف هٖ

 ثب تَجِ ثِ جَاة ػوَهٖ سٗز هؼبدلِ دٗفزاًس٘لٖ پ٘ذا کٌ٘ذ کِ جَاة آى ثبضذ؟ توزٗي:

          

 جَاب:

  
   

    
 

                                                                                               

           

                                                                                           

      (
   

    
)                                    
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     : هؼبدلِ دٗفزاًس٘لٖ ث٘بث٘ذ کِ جَاة ػوَهٖ آى ثِ فزم توزٗي
      

 ثبضذ.   

 جَاب:

     
      

                           

       
       

                    

      
       

                       

                   
   

                   
         

    

     
 

 

 
                  

 هؼبدلِ دٗفزاًس٘لٖ ث٘بث٘ذ کِ جَاة ػوَهٖ آى ثِ فزم سٗز ثبضذ:توزٗي: 

                  

                        

     

   
 هطتك ؾوٌٖ                            

                            

      
           

                                      

                          

 

 هؼبدلِ دٗفزاًس٘لٖ را ث٘بث٘ذ کِ خبًَادُ دٍ پبراهتزٕ اس جَاة ّبٕ آى ثبضذ. توزٗي:

                                 

   
  

  
            

 جَاب:
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 حل ٗک هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل در جْت هحبسجِ جَاة ػوَهٖ ٗب خػَغٖ ٗب هٌفزد. ّذف: 

 

          اًَاع هؼادلِ دٗفزاًس٘ل هزتثِ اٍل 

هؼبدلِ را  ًَضت                را ثتَاى ثِ غَرت           ّزگبُ  هؼادلٔ جذاضذًٖ:

 جذاضذًٖ گٌَٗذ.

 آٗذ: جَاة اس راثكٔ سٗز ثذست هٖرٍش حل: 

∫       ∫         

 جَاة ػوَهٖ هؼبدلٔ سٗز را ثذست آٍرٗذ: هثال:

        

  

  
 جذا ضذًٖ                                            

∫     ∫                      
 

  
      

   
 

    
          

 

    
  

 توزٗي:
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                 حل کٌ٘ذ 

 جَاب:

     
 

   
           

∫     ∫
 

   
                            

 جَاة هٌفزد است.     . ثٌبثزاٗي                 ثبضذ:      اگز 

 

         √      √    توزٗي:

 جَاب:

 

√    
   

 

√   
 جذا ضذًٖ                                    

∫
 

√    
   ∫

 

√   
        

 √        √      

 کٌذ؛ جَاة هٌفزد است. در هؼبدلِ غذق هٖ    

 

 هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:

  

  
  

 

 
           

∫         جذا ضذًٖ                        ∫      
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 کٌذ. پس جَاة ً٘ست. در هؼبدلِ غذق ًوٖ    ؛     ٗک داٗزُ است سٗزا 

 

            √            حل کٌ٘ذ: توزٗي:

 

√   
   

    

    
                     (    

 

 
) 

√                              

   
 

√   
   ∫

    

 
      (

 

 
    ) 

  (
 

 
     √    √   )  

      

 
√    

   
 

 
     √      |    |    

      )  اهّب 
 

 
 کٌذ: در هؼبدلِ غذق هٖ (

    (      
 

 
)   √      (      

 

 
)     

        ًْبٗت جَاة هٌفزد ثِ غَرت  پس ثٖ
 

 
 دارد.      

 

ثِ هؼبدلٔ جذاضذًٖ         ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز               هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل  تذکز:

 ضَد. تجذٗل هٖ

 

   هؼبدلٔ سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:
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 جَاب:

      

                    

                   
  

  
      

کٌ٘ن هٖ                                  ∫ اؾبفِ   چَى    

( جشء هسئلِ ً٘ست)     ∫        ∫    
          

        
   

             

                              ∫
  

 
     

       ∫        ∫                            

     (                )      

 توزٗي:

      
 

 
    

  
  

  
 

 

 
          

  

 
 

   

 
 جذا ضذًٖ                         

  ∫
  

 
 ∫

   

 
           ∫              
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      √            

 

                      

 

را ثِ هؼبدلٔ               هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل         ًطبى دّ٘ذ تغ٘٘ز هتغ٘ز  -

 کٌذ. دٗفزاًس٘ل جذاضذًٖ تجذٗل هٖ

           

    
      

 
              

      

 
     

  

          
    

 را حل کٌ٘ذ.          ثب تَجِ ثِ هؼبدلٔ لجل،  -

 جَاب:

                                         

  

  
             

  

    
    

جذا ضذًٖ
⇒                 

                                            

 

اس فزهَل رٍ هي ًَضتن،گوَى ًکٌن اًتگزالَ درست حل کزدُ تاضن! ضذ جذاضذًٖاٌٗکِ تؼذ توزٗي:

∫سٗز استفادُ کزدم:
 

     
   

 

 
      (

 

 
 ؟!!!!!!!!!!!!!(
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∫
  

           
 ∫

  

        
 

 

 
       

   

 
    

   

 
           

      
⇒                       

 

 

 

 تاتغ ّوگي:

 داضتِ ثبض٘ن:    گٌَٗذ ّزگبُ ثِ اسإ ّز     را ّوگي ثب درجِ        تبثغ 

                  

 ّوگي ثَدى تَاثغ سٗز را ثزرسٖ کٌ٘ذ: توزٗي:

         الف
√     

   
 

         
√         

      
 

√       

   
          

 است.    پس ّوگي ثب درجٔ 

               ة

                                      

 است.    پس ّوگي ثب درجٔ 

               ح



05 
 

                                   

 ّوگي ً٘ست.

 

 

 

 هؼادلٔ دٗفزاًس٘ل ّوگي:

 ثبضذ.    ّوگي ثب درجٔ        را ّوگي گٌَٗذ ّز گبُ تبثغ           هؼبدلٔ 

 ضَد: ثِ جذاضذًٖ تجذٗل هٖ     ثبثت کٌ٘ذ هؼبدلٔ ّوگي ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز  تذکز:

         

                                                   

     
  

  
                 

  

        
 

  

 
 جذا ضذًٖ                 

 

 را حل کٌ٘ذ:توزٗي: هؼادلٔ سٗز 

                   

  

  
 

   

    
        

         
     

      
 پس هؼبدلِ ّوگي است                         

     تغ٘٘ز هتغ٘ز: 
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 جذا ضذًٖ                

    

     
 

 

    
 

 

    
             

 

 
           

 

 
 

∫
    

     
   ∫*

 
 

    
 

 
 

    
+     

 

 
  |    |  

 

 
  |    | 

  | |   
 

 
  |    |  

 

 
  |    |    

  | |    |    |    |    |     

   | |  |    |  |    |      

  
 

 
⇒    | | |   

 

 
| |   

 

 
|
 

   

    |    ||    |    

   ٍلٖ ثزإ 
 

 
   دارٗن  

 

 
 کٌذ ٍ جَاة هٌفزد است. کِ ّز دٍ در هؼبدلِ غذق هٖ  

 

 حل کٌ٘ذ: -توزٗي

(√       )         

   حل
  

  
 

√       

 
        

 است در اٌٗػَرت:    ّوگي ثب        

         ٍ       
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√          

 
       

  

  
   

| |√        

 
 

    
  

  
    √                      

  

 √    
 

  

 
                                    | |    

               | |  جَاة ػوَهٖ                 

 

 

)    حل هؼادلِ دٗفزاًس٘ل 
          

          
) 

 تذکز:

)دٍ خف هَاسٕ ثبضٌذ : 1حالت
  

  
 

  

  
 

  

  
): 

 ضَد. ثِ جذاضذًٖ تجذٗل هٖ             ٗب          در اٌٗػَرت ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز 

هتمبقغ ثبضٌذ ٗؼٌٖ         ًمكٔ  در خف دٍ: 2حالت
  

  
 

  

  
              ٘ز هتغ٘ز:٘در اٗي غَرت ثب تغ 

{
      

      
 

 ضَد. ثِ هؼبدلٔ ّوگي تجذٗل هٖ

 

      حل کٌ٘ذ: -توزٗي
    

       
 

 جَاب:
 

 
 

 

 
 

 

 
  

ٗؼٌٖ           تغ٘٘ز هتغ٘ز:  
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   جبٗگذارٕ
    

 
 

 

    
 

    
 

 

  

  
 

 

    
 

 

 
 

    

       
     

    

    
 جذا ضذًٖ          

گ٘زٗن هٖ ∫ اًتگزال 
    

    
   

                   

∫
 (

   
 

)   

 

  

 
 

 

 
∫

   

  
   

 

 
∫(  

 

 
)    

 

 
        

      
⇒            

 

 
        |    |  

      
⇒           

 

 
           |       |  

 کٌ٘ذ:هؼادلٔ سٗز را حل 

                     

 جَاب:

  

  
 

      

   
       

  

 
 

 

 
 دٍ خف هتمبقغ      

هحل تمبقغ   {
         
             

                      
 

 
               

 

 
 

{
    

 

 

    
 

 

      {
     
     

 

  

  
 

       

   
      

  

  
 

  (  
 
 
)    
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 ّوگي ثب درجِ     است       

 :     تغ٘٘ز هتغ٘ز: 

                              
      

    
 

       
   

   
    

    

   
   

   
  

  
⇒       

   

    
    

  

 
 

   
 

√ 
    (

 

√ 
)  

 

 
         

  
 

 
 

  
 
 

  
 
 

    
 

√ 
     (

  
 
 

√ (  
 
 
)
)  

 

 
  (  

  
 
 

  
 
 

)

    (  
 

 
)    

 

 

 تَجِ:

∫
 

     
   

 

 
     (

 

 
)    

 

 توزٗي:

                                                                       

                        
  

 
 

   

  
                                      

                            ,                          
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∫

  

    
 

رٍش اٍل   
 

      
 

 

 
 

 

   
          ∫

  

 
 ∫

  

   
   | |    |   | 

                  

              

                            

رٍش دٍم   
 

      
 

 

 
 

 

   
   

 

   
   

  

   
                

        
 

 
 

      

 
             

 

 * هؼادلٔ سٗز را حل کٌ٘ذ:

   
             

         
 

     هؼبدلٔ ّوگي ، 

      
  

   
 
 

 
   

 
 

   
 
 

 
  

   
   

         
 

   
             

  

 
                        

                                   



20 
 

                       (
 

 
)
 

          
  

 

 
⇒              

(

 
 

 
 ⁄
)

 

 
 ⁄

 

  

 

 هؼادلات ّوگي سٗز را حل کٌ٘ذ:

             
 
  

                     

 

     
 

 
    

 
 هؼبدلِ ّوگي                                        

                   
  

 
 

  

    
     

        
 

 
∫                   

 

  
              

 
 

 ⁄

 (
 
 
)

 

 

  
  

  
 

   

   
 هؼبدلِ ّوگي                                           

      
      

      
             

   

   
             

    

   
  

  
  

  
 

    

   
        ∫

   

    
    ∫

  

 
      ∫

  

    
 ∫

 

    
       

       
 

 
  |    |       

  
 

 
⇒             (

 

 
)   

 

 
   |  (

 

 
)
 

|             
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 توزٗي: تا استفادُ اس توزٗي قثل، توزٗي سٗز را حل کٌ٘ذ:

   
     

     
 

                          حل

         
   

   
          

   

    
           

 

 
∫

   

   
   

      
 

 
∫

 

   
   

 

 
∫

 

   
       

 

 
∫

   

 
      |   |   

       

              

       
 

 
 ∫    ∫

  

 
     |   |        

 

 
     | |     |   | 

      
 

 
      

 

 
  |   |          

 

 
        

 

 
  |     | 

 توزٗي:
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 هؼادلٔ کاهل:

ثب        را کبهل گٌَٗذ ّزگبُ تبثغ                     هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل هزتجِ اٍل 

 هطتمبت جشئٖ پَ٘ستِ ٗبفت گزدد کِ:

{
 

 
  

  
  

  

  
  

 

 هحک کاهل تَدى:

 کبهل است                    

                                                                     

  

  
 

  

  
 

 

        پَ٘ستِ ثبضذ آًگبُ:     ٍ     ّزگبُ  قضِ٘:

    
  

  
 

  

  
 

 

 هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:
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 کبهل است     

تؼزٗف     

{
 

 
  

  
            

  

  
     

 

  

  
         ∫

  

  
   ∫                   

  

  
                                          

    
  

 
                 

  

 
   

 کٌ٘ذ:حل  -توزٗي

  

  
 

  

      
 

 

                      حل

  

  
               

  

  
 کبهل است                           

   

{
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 ًطاى دّ٘ذ ّز هؼادلِ دٗفزاًس٘ل جذاضذًٖ، کاهل است: -توزٗي

                

 

{
 

 
  

  
  

  

  
  

                 

{
 
 

 
    

    
 

  

  

   

    
 

  

  

                 
  

  
 

  

  
 

حبل  
  

  
 

  

  
 

       ∫           
 

  

∫         
 

  

 

  

  
         ∫

       

  
  

 

  

 

         ∫
       

  
  

 

  

                               

   
  

  
   

 

 توزٗي:

                            

  

  
 

  

  
                 

  ∫                                                             ∫       
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هطتك ًسجت ثِ  
⇒                         

                             

                                

 توزٗي:

   (
 

 
   )                

      
      

       
 

 

 فاکتَر اًتگزال ساس:

غ ه٘تَاى ثب ؾزة تبثؼٖ کبهل ًجبضذ، ثؼؿٖ هَال                   اگز هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل 

 ثِ هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل کبهل تجذٗل کزد.ٗؼٌٖ: در قزف٘ي هؼبدلِ،آى را      هبًٌذ 

 کبهل ضَد                                                    

 

          سٗز ه٘تَاى ٗبفت:رت ِ غَرا ث 

( اگز 1
  

  
 

  

  

 
 ثبضذ آًگبُ:  ٗؼٌٖ تبثؼٖ فمف ثز حست       

      ∫        

 خَاّذ ثَد.  سبس فمف ثز حست  ػبهل اًتگزال
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( اگز 2
  

  
 

  

  

  
 آًگبُ:      

      ∫        

 خَاّذ ثَد.  سبس فمف ثز حست  ػبهل اًتگزال

( ّزگبُ 3
  

  
 

  

  

     
 آًگبُ:        

        ∫        

 .     آى خَاّذ ثَد کِ در    سبس ثز حست  ػبهل اًتگزال

 

ث٘بث٘ذ ٍ سپس آًزا حل                ثزإ هؼبدلٔ   سبس فمف ثزحست  ػبهل اًتگزال هثال:

 کٌ٘ذ.

  حل
     

  
 

        

     
 

      

       
  

 

 
 

          
 

 
 

      
∫  

 
 
  

        
 

  
 

(  
 

 
)   

 

  
 حل هؼبدلِ کبهل است                                                    

{
 
 

 
   

  
   

 

 
  

  
  

 

  
  

            ∫(  
 

 
)     
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ثبضذ ٍ سپس هؼبدلِ سٗز را             سبس ثزإ هؼبدلِ سٗز ث٘بث٘ذ کِ ثِ غَرت  ػبهل اًتگزال توزٗي:

 حل کٌ٘ذ:

                     

جَاة                            

 دارٗن: ρثب ؾزة قزف٘ي در 

                                             

 قجك فزؼ دارٗن:

  

  
 

  

  
     

                                                    

 ثزإ آًکِ تسبٍٕ ثزلزار ثبضذ، ثبٗذ ؾزٗت ػجبرت ّبٕ ٗکسبى در قزف٘ي را هسبٍٕ ّن لزار دّ٘ن:

    {
           
          

            
   
    

              
 

  
 

  ثب ؾزة قزف٘ي در  هؼادلِ:حل 
 

  
 : 

(  
  

 
    )    (

  

  
 کبهل است پس                    (   

          

{
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  ∫(  
  

 
    )     

  

 
                             

    
  

  
 

  

  
                 

  

  
    

  

  
          

                           
   
⇒      

  

 
         

 

 سبس هؼبدلِ سٗز را حل کٌ٘ذ: ػبهل اًتگزال توزٗي:

                   

     
     

  
 

    

   
 

  

   
 

 

 
 

   ∫        
∫
  
         

 ؾزة ه٘کٌ٘ن:    قزف٘ي را در 

ضذ کبهل                                 

  

  
           ∫

  

  
    ∫               
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   ∫        ∫ 
 
 
              (

 

  
)
 

 

 

 ت ث٘بث٘ذ:سبس هٌبس ؼبدلات سٗز ػبهل اًتگزالثزإ هتوزٗي: 

                           

                  

                 توزٗي: 

حل                            (
 

 
)  (   

  

  
)   

                   
  

     
         

 

 
           

   
 

 
    (

 

 
)      

 هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل سٗز را حل کٌ٘ذ: -توزٗي

                  

 

حل   
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∫      
 

 
  ∫                      

 

 
 

  

 
   

 حل کٌ٘ذ:

{
                
                   

 

 

 

 

 ام خطٖ:  هؼادلٔ دٗفزاًس٘ل هزتثٔ 

 إ درجٔ اٍل ثزحست ام را خكٖ گٌَٗذ ّزگبُ ٗک چٌذ جولِ  ٗک هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل هزتجٔ 

 .                                ثبضذ. ٗؼٌٖ ثِ غَرت           

 هؼادلٔ هزتثٔ اٍل خطٖ:

 ًَضت.              َاى آًزا ثِ فزم ت ثبضذ کِ هٖ                    ثػَرت 

 

 ثبضذ.  سبسٕ ث٘بث٘ذ کِ فمف ثز حست  ػبهل اًتگزال              ثزإ هؼبدلِ ثِ فزم توزٗي: 

 حل:

(          )        

     

 
 

      

 
                  ∫       

 

               حل هؼادلِ:
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    ∫      [∫      ∫        ]  

 کٌ٘ن: ؾزة هٖ       ∫      قزف٘ي هؼبدلِ را در ػبهل  اثثات:

   ∫             ∫            ∫       

 [   ∫      ]

  
       ∫       

اًتگزال
 حکن                  ∫     ∫       ∫     ⇒

 

 هؼبدلٔ سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:

          
 

جَاة                    
 

∫       ∫          

∫     ∫       ∫   
     

   ∫       

فزهَل       
            

     
 

 

ثِ هؼبدلٔ خكٖ        ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز                       هؼبدلاتٖ ثِ غَرت  تذکز:

 ضًَذ. هزتجِ اٍل تجذٗل هٖ

 هؼبدلٔ سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:
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جَاة           
 

 
                 

 

 
 

 

  
          

                                
 

 
 

 

  
 خكٖ هزتجِ اٍل        

      
 

 
                    

 

  
 

∫       ∫ 
 

 
      | | 

∫     ∫       ∫
 

  
     | |   ∫

 

  
   ∫        

 

  
 

     | | [ 
 

  
  ]            

 

 
              

 

 
      

           
 

 
     

 جَاة هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز را حسبة کٌ٘ذ: توزٗي:

       
    

  
 

حل      
 

 
 

    

  
                                  ∫

 
 
            

  
  

  
                                              

∫       ∫                                       
    

  
 

 

  
 

 

 هؼبدلات خكٖ سٗز را حل کٌ٘ذ: -توزٗي
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 هؼادلٔ تزًَلٖ:

 را ثزًَلٖ گٌَٗذ.      کِ                 هؼبدلِ ثِ غَرت 

 خكٖ(    ٍ                    ) جذاضذًٖ 

 

 ضَد. ثِ هؼبدلٔ هزتجٔ اٍل خكٖ تجذٗل هٖ       ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز  رٍش حل:

 

 :توزٗي

           حل کٌ٘ذ  
 

  
 

 حل هٖ ضَد:          غ٘٘ز هتغ٘ز کِ ثبت تاس        هؼبدلٔ ثزًَلٖ ثب  حل:

تغ٘٘ز هتغ٘ز                               

 ثزس٘ن:   ؾزة ه٘کٌ٘ن تب ثِ      پس قزف٘ي را در 

              

 خكٖ هزتجِ اٍل           

 حل هؼبدلِ                                                                                               

∫           

∫  ∫    ∫      
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∫         
 

جَاة         
[    

  ]               
 

     

     
 

     

 

 

 جَاة هؼبدلٔ سٗز را پ٘ذا کٌ٘ذ: -توزٗي

            

 جَاب:

    
 

 
 

  

  
                                                           

 ثزس٘ن:   ؾزة هٖ کٌ٘ن تب ثِ       قزف٘ي را در

         
   

 
  

 

  
 

        
 

 
   

 

  
             خكٖ هزتجِ اٍل        

 

 
            

 

  
 

∫        ∫ 
 
 
              

∫      ∫       ∫ 
 

  
        ∫        

 

 
    

    [
 

   
  ]  
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 هؼبدلات سٗز را حل کٌ٘ذ: -توزٗي

               

  
  

  
         

 

                 

 

 :هؼادلٔ رٗکاتٖ 

 ضَد. ثبضذ ، رٗکبتٖ گفتِ هٖ        کِ                         هؼبدلِ ثِ غَرت 

 

 رٍش حل هؼادلِ:

     ثِ ػٌَاى جَاة خػَغٖ دادُ ضذُ ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز       اگز 
 

 
 ثِ هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل 

 ضَد. تجذٗل هٖ                   

 

 هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:

      
 

 
  

 

 
   

 جَاب:

   [
 

 
 

 

 
     ]   

 

 
          [

 

 
   ]   

 

 
 

     
 

 
         ∫
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 توزٗي:

     
 

 
 

  

  
                       

 

 ّا: خاًَادُ پَش

حذالل ٗک        گٌَٗذ ّزگبُ در ّز ًمكِ          را پَش خبًَادُ        هٌحٌٖ 

 هٌحٌٖ اس خبًَادُ فَق هوبس ضَد.

 

 قض٘ٔ پَش:

 ٗبفت ضَد کِ :     تبثغ   ثبضذ  هٖ         پَش        

                               ,
           

  (      )       
 

 کٌ٘ن: را حذف هٖ  ، در دستگبُ سٗز           ثزإ هحبسجٔ پَش خبًَادُ  ًت٘جِ:

,
          
  

  
              

 

 

            هكلَثست پَش هٌحٌٖ سٗز  توزٗي:

}  حل
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         هكلَثست پَش خبًَادٓ سٗز  توزٗي:

}    حل
                                                                                         

                                              

 پَش است.     

 

 را هؼبدلِ کلزٍ گَٗ٘ن. خَاظ:            ّز هؼبدلِ هزتجِ اٍل ثِ غَرت  هؼادلٔ کلزٍ:

 جَاة آى است.          الف( خبًَادٓ ٗک پبراهتزٕ 

 ة( پَش خبًَادُ اخ٘ز جَاة خػَغٖ آى است.

 هؼبدلِ سٗز را حل کٌ٘ذ: توزٗي:

            

 جَاة آى است        خبًَادٓ  جَاب:

{
                                 

                 
 

 

            
  

 
 

  

 
  

  

 
 

   
  

 
 ً٘ش جَاة آى است )خػَغٖ( 

 

 توزٗي:

                 

 کبهل                                           
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2 جَاة   
       

     
  

       

     
   

       

     
   

 (    
 

 
)                    (

 

 
)        

 

 
            

 

1 جَاة                                 
 

  
         

               

  

  
             

          

    
  

  

 

   
  

  
         

   
  

  
    ثزًَلٖ                                  

 : قزف٘ي را در    
 

  
 ؾزة هٖ کٌ٘ن   

  
  

  
 

 

 
 خكٖ هزتجِ اٍل                              

    ∫      [∫      ∫        ]    
  

 *∫    
  

   + 

3 جَاة                  
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                          ,
حبلت کلٖ                          
                                                                 

 

     
 

 
         

                                     :تغ٘٘ز هتغ٘ز
    

 
 

    

 
 

 

 
        

 

 
    

 

 
 

  

 
 

 

 
   

     
⇒     

  

 
 

 

  
              

 

 
    

  

    
 

  

 
                       ∫

  

    
 

:تغ٘٘زهتغ٘ز                  
  

 
 

      ∫
  

 
        

     
⇒                                       

            
    
⇒                       

 

 
       

 چٌذ راتطٔ هْن:

                       

                  

      (
 

 
)  

        

  
 

     (
 

 
)  

       

  
 

    (    
 

 
)  
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     (  
 

 
)  

       

  
 

 

 است آًگبُ:  ٍ   ثبضذ کِ ثز حست   ٗک تبثغ ّوگي اس درجٔ   اگز  قض٘ٔ اٍٗلز:

 
  

  
  

  

  
    

 

   هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل ًکتِ: 
          

          
 را در ًظز ثگ٘زٗذ. 

        ضَد ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز  ثبضذ، ثِ هؼبدلٔ جذاضذًٖ تجذٗل هٖ          الف( اگز 

}، آًگبُ تغ٘٘ز هتغ٘ز           ة( اگز 
     
     

 کٌذ. هؼبدلِ را ثِ ٗک هؼبدلٔ ّوگي تجذٗل هٖ 

 

 هس٘ز هتؼاهذ در هختصات  قطثٖ :

ّزگبُ ٗک خبًَادُ ثب هؼبدلِ لكجٖ دادُ هٖ ضَد کبف٘ست در آى 
dr

d
r


را ثب 

rd

dr
 تؼَٗؽ ًوَدُ ٍ اس حل

 هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل هس٘ز هتؼبهذ ٗبفتِ هٖ ضَد 

 توزٗي : هس٘ز هتؼبهذ خبًَادُ سٗز را ث٘بث٘ذ 

seckr   







tg

d

dr

tgk
d

dr
rk













sec

cos

 

  


g
dr

d
r cot  
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 ثب جبًطبًٖ دارٗن :




g
rd

dr
cot  

dg جذا ضذًٖ      
r

dr
cot 

   sin.
1

sinlnln 1

1

c
e

r
Cr   

seccr   

 

ذ تز هتوزٗي : هس٘زّإ هتؼا
5cxy  . را ت٘ات٘ذ 

5

5

x

y
ccxy   

x

y

x

y
xycxy 555

5

44 







 

 











x

y

dy

dx

x

y

yy
y

5511
 

cxyc
yx

ydyxdx 25
2

5

2
5 22

22

  

 

seckrذ تز هتوزٗي : هس٘زّإ هتؼا  را ت٘ات٘ذ



sec

sec
r

kkr  







rtgtg
r

tgl
d

dn
 sec..

sec
.sec.  
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tg

d

r

dr

tgrd

dr

tgdr

d
r 




11
 

 sinlnlnlnsinlnln ercr   




sin

1
sin

1

c
rc

r
  

 

 

 توزٗي : هس٘زّإ قائن تز هؼادلات سٗز ت٘ات٘ذ .

xaey cos)1  

 axy  4)2 2
 

 

 

 

 

 

 تَاتغ هستقل خطٖ 

تَاثغ    xfxf n,....,1  را ثزI  ٖ2211...0هستمل خكٖ گٌَٗذّزگبُ تزک٘ت خك  nn fcfcfc 

21....0ًت٘جِ دّذ کِ   nccc 

 ثبضذ  ّب هخبلف غفز icٍ ٍاثستِ خكٖ گٌَٗذ ّزگبُ تزک٘ت خكٖ اخ٘ز ًت٘جِ دّذ حذالل ٗکٖ اس 
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توزٗي : ًطبى دّ٘ذ
  

 

 







xxxf

xxf
2

2

3

1

 هستمل خكٖ اًذ  

02211 : دارٗن   fcfc  

xxxcxc  02

2

3

1  

 

 
0

0

0

00

00
21

21

210

3

21

3

21 















  CC
CC

CC

xCCx

xCCx x
 

 

  Ax = 0هجَْل ّوگي  nهؼبدلِ ٍ  nدستگبُ  ٗادآٍرٕ :

 0Aثٖ ًْبٗت جَاة دارد ّزگبُ  –الف 

 0Aدارد ّزگبُ    x = 0فمف جَاة ثذْٖٗ  –ة 

 

 

 

,...,1اگز تَاثغ  تؼزٗف : ffn  ُثز ثبسI  تؼزٗف ضذُ در حذاللn – 1   ثبر هطتك پذٗز ثبضذ آًگبُ دتزهٌ٘بى

هبتزٗس 
     




















 11

2

1

1

21

21

n

n

nn

n

n

fff

fff

fff









 رارًٍسک٘ي ٗبرًٍسکٖ تَاثغ فَق هٖ ًبه٘ن  

اٗي رًٍسک٘ي را ثب  nffxw ,...,, 1 ًطبى هٖ دّ٘ن 
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,...,1 اگز رًٍسک٘ي قضِ٘ : ffn  ِدر ّ٘چ ًمكI . غفز ًطَد آًگبُ تَاثغ فَق هستمل خكٖ اًذ 

ػکس اٗي لؿِ٘ لشٍهب درست ً٘ست ٗؼٌٖ اگز  21, yyW  21ثزاثز غفز ضَد هوکي است, yy هستمل

 خكٖ ٗب ٍاثستِ خكٖ ثبضٌذ .

هثبل ًمؽ 
 

  xxxg

xxf
2

3




 

 

ثبثت کٌ٘ذ  توزٗي :
xrxrxr

eee 321 321ثكَرٗکِ  ,, rrr  . هستمل اًذ 

 
2

3

2

2

2

1

321

2

3

2

2

2

1

321

111

121

321

321

121

rrr

rrreee

ererer

ererer

eee

xw
rrr

xrxrxr

xrxrxr

xrxrxr


  

        00231312
321 


xwrrrrrre

rrr
 

 

 

 

 ّستٌذ   yٗا  xرٍش حل هؼادلاتٖ کِ فاقذ هتغ٘ز 

py ظبّز ًطذُ ثبضذ آًگبُ لزار هٖ دّ٘ن  yاگز درهؼبدلِ دٗفزاًس٘ل  -الف 
 

y
dx

yd

dx

dp
py 

2

2

 

pyظبّز ًطذُ ثبضذ آًگبُ لزار هٖ دّ٘ن  xاگز در هؼبدلِ  –ة   
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y
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd

dx

dp
 .

2

2

 

 

  جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل سٗز را ث٘بث٘ذ  توزٗي : 2yy  

 2
2

2

2

y
dx

dp
y

dx

yd









  

dy

dp
ppypy   

cyepcypdy
p

dp
p

dy

dp
p

dy

dp
p  ln2

 

dx
ec

dy
ec

dx

dy
yecpy

y

yy 
1

11  

211 Cxecdxdyec yy  
 

 

   هثال :  0
2
 yyy 

dy

dp
ppypy   

p
dy

dp
yp

dy

dp
yp

dy

dp
yp  002

 

p

C
cpy

p

dp

y

dy 1
1 lnlnlnln   
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y

C
y

dx

dy

y

C
p

p

C
y 111   

2121

2

1 22
2

cxcycxc
y

dxcydy   

 

 هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل سٗز را حل کٌ٘ذ  هثال :

 22 2 yyxyx   

pypy   

2

2
22 2

2
x

p

x

p
ppxppx   

vxpvxvpّوگي   

vvx
dx

dv
vvvxv  222  

 

xc
xy

y
xc

xp

p

x

p
vxc

v

v
xc

v

v

cxvvAB
v

B

v

A

vv

dv

x

dx

vv

dv
























'

'

1
ln

1
ln

lnln1lnln1,1
122

 

 توزٗي 

 21)1 yy   

    21110  yyxyy  

  12)3
2
 yyx  
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xyy 2)4   

 اس هجوَػِ تَاثغ ثِ هجوَػِ تَاثغ ثب خبغ٘ت سٗز ٗک ػولگزد خكٖ گٌَٗذ . Lػولگزد : تبثغ 

      RfLfffL   ,2121  

 ًوبٗص دادُ ٍ تؼزٗف هٖ کٌ٘ن . Dػولگز هطتك : ػولگز هطتك را ثب 

dx

df
D f   

2dxلزار داد 

fd
pD

n
n  

 

 ػولگز دٗفزاًس٘لٖ 

ػولگز      xaDxaDxaL n

n

n

n 1

1

1 ... 

  ِرا ػولگزر دٗفزاًس٘لٖ گٌَٗذ ک xQi ٗک تبثغ

 است کِ ثِ ػٌَاى ؾزٗت ػولگز

 ام خكٖ را ثب ػولگز دٗفزاًس٘لٖ ًوبٗص دّ٘ذ  nًت٘جِ : هؼبدلِ هزتجِ 

 ت سٗز :ام خكٖ ثػَر nدارٗن : هؼبدلِ هزتجِ 

             xfylxfyxayxayxa n

n  01...  

ًوبٗص هٖ دٌّذ ٍ هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل nyرا ّوگي گٌَٗذ ٍ جَاة ػوَهٖ آى را ثب    L(y) = 0تذکز : هؼبدلِ 

L(y) = f(x)  را غ٘زّوگي گٌَٗذ ٍ ٗک جَاة خػَغٖ آى را ثبpy. ًوبٗص هٖ دّذ 

 

nyyاگز   قضِ٘ : آًگبُ جَاة ػوَهٖ ثزاثز است ثب  L(y) = 0جَاثْبٕ هستمل 1,...,

nnn ycycy  ...11 
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ثبضذ آًگبُ    l(y) = f(x)جَاة خػَغٖ  l (y) = 0   ٍpyجَاة ػوَهٖ hyّزگبُ  قضِ٘ :

h py y y   ِجَاة هؼبدلl(y) = f(x)   است 

 ام خكٖ ّوگي ثب ؾزاٗت ثبثت  nرٍش حل هؼبدلِ هزتجِ 

ّذف حل هؼبدلِ 
    0... 1

1

1  

 ayyayaya n

n

n

n  است کِ در آىRa 1 )ثبثت اًذ (

 هطخػِ ( –چٌذ جولِ إ کوکٖ ) هفسز 
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ثػَرت   nچٌذ جولِ إ درجِ   01

1

1 ararararp n

n

n

n  

 ِرا چٌذ جولِ ٕ هؼبدلn  ام

 را هؼبدلِ کوکٖ گٌَٗذ .   p (r) = 0خكٖ ّوگي ثب ؾزاٗت ثبثت گٌَٗذ ٍ هؼبدلِ 

 ثب ؾزاٗت ثبثت   l(y) = 0لبًَى حل 

 را هٖ ٗبث٘ن ٍ حبلتْبٕ سٗز را در ًظز ه٘گ٘زٗن   p (r) = 0اثتذا رٗطِ ّبٕ هؼبدلِ 

,...,1الف(اگز  nr rآى ثبضٌذ آًگبُرٗطِ ّبٕ حم٘م ٖ 

 

1

2

1

2

.

.

.

n

r x

r x

r x

n

y e

y e

y e







  

1 1 2 2 ...h n ny c y c y c y     

mrrاگز  –ة   ثبر تکزار هٖ ضَد .  1r  ٍkرٗطِ ّبٕ حم٘مٖ آى ثبضٌذ ٍ  1,...,

 آًگبُ تَاثغ 
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1

2

1

1

2

1

1

.

.

.

.

.

.

k

k

m

r x

r x

r xk

k

r x

k

r x

m

y e

y xe

y x e

y e

y e

















 

1جَاثْبٕ هستمل هؼبدلِ اًذ ٍ  1 ...h m my c y c y   

 جَاثْبٕ هستمل هتٌبظز را ًَضت  1rاگز رٗطِ إ دٗگز تکزار ضَد ثبٗذ هثل 1rتذکز : ثجش 

nrrهختلف  1rاگز  –ح  رٗطِ ّبٕ حم٘مٖ هتوبٗش ثبضٌذ آًگبُ 3,...,
 12 rr  ً٘ش هختلف است حبل تَاثغ 

3

1

2

3

cos

sin

.

.

.

n

ax

ax

r x

r x

n

y e bx

y e bx

y e

y e









 

 

1 1 ...h n ny c y c y    جَاة ػوَهٖ است کِ در آىibar 1 
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nrrثبر تکزار ثبضذ ٍ  kرٗطِ هختلف ثب  1rّزگبُ  –ت  رٗطِ ّبٕ حم٘مٖ هتوبٗش آى ثبضذ آًگبُ  3,...,
 12 rr  ً٘شk : ثبر تکزار خَاّذ ضذ ٍ جَاثْبٕ هستمل ػجبرتٌذ اس 

3

1

2

2

3

1

1

2

1

2

2 1

cos

cos

cos

.

.

.

cos

sin

sin

.

.

.

sin

.

.

.

n

ax

ax

ax

k ax

k

ax

k

ax

k

k ax

k

r x

k

r x

n

y e bx

y xe bx

y x e bx

y x e bx

y e bx

y xe bx

y x e bx

y e

y e





























 

 

 

 

ibarکِ در آى  1 
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 هؼبدلِ سٗز را حل کٌ٘ذ . هثال :

2 3 0y y y     

    0010  yy  

 هؼبدلِ کوکٖ 

  22 3 1 0f r r r     

2

1
,1 21  rr  

x
m

nx

x

ececy
ed

ey
2

1

21
2

1

2

1













 

 جَاة ػوَهٖ 

x
x

n ececy 2

1

21
2

1
  

 

 
21

0
2

1

1

00

10
21

21

21





















CC

CC

CC

y

y
 

 جَاة خػَغٖ 

1

22
x

xy e e    
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 توزٗي: حل کٌ٘ذ 

0 yyy  

  20 1 0p r r r      

ir
i

rr
2

3

2

1

2

31

2

31






  














 xey

x

2

3
cos2

1

1  














 xey

x

2

3
sin2

1

2  










































 xccey

2

3
sin

2

3
cos 21

4

1

 

        توزٗي :  2 2 1 0D D y   

2   حل :  0y y y    

     0120 2  rrrp 

     101
2

 rr 

   











x

x

xey

ey

2

1
 

    xCCey x

n 21  
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 توزٗي : 

033  yyyy  

    1010133 321

323  rrrrrrrrp  

xxx excxececy 2

321   

0 yyyy  

  1,01 1

23  rrrrrp  

     011 2  rrrp  

11 r  

iBir  2  

xcxcecy x sincos 321  
 

 

 

 توزٗي : هؼادلِ دٗفزاًس٘لٖ را ت٘ات٘ذ کِ تاتغ سٗز ٗک جَاب آى تاضذ ) اس کوتزٗي درجِ هوکي (

xxey 2  

221  rr        02022
2

11  rrr  

    002  yyyrr   

 



56 
 

 توزٗي : جَاب هؼادلات سٗز را ت٘ات٘ذ 

04  yy  

3 2 0y y y     

 4
2 0y y y    

   
2 14 2 2 2

2

2 1 0 1 0 1
r i

p r r r r r
r i


          

 
 

















xxy

xy

xxy

xy

sin

sin

cos

cos

4

3

2

1

 

44332211 ycycycycy   

 

هٖ گ٘زٗن ٍ  tّزگبُ در ٗک هؼبدلِ هفسز ٗب ضبخع توبم تَاًْب سٍج ثَدًذ کوتزٗي تَاى را ثزاثز هتغ٘ز  ًکتِ :

 سپس هؼبدلِ را حل هٖ کٌ٘ن 

 

 هؼادلات ّوثٌذکطٖ اٍٗلز ) ّن تؼذ (

ٗک هؼبدلِ خكٖ ثِ غَرت 
    0... 01

11

1  

 yayxayxayxa nn

n

nn

n  ٖرا هؼبدلِ کط

Raاٍٗلز گٌَٗذ کِ در آى  j  

 حل هٖ گزدد .   u = ln xٗک هؼبدلِ کطٖ اٍٗلز ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز  رٍش حل :

 

 کطٖ اٍٗلز ثِ هؼبدلِ خكٖ ثب ؾزٗت ثبثت تجذٗل هٖ ضَد .  u = ln xثب تغ٘٘ز هتغ٘ز  ًت٘جِ :
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 ←  u = ln xجَاة : تغ٘٘ز هتغ٘ز 
uex  

       1 2 6 0D D y u Dy u y u     

    2
3

1 2 6 0 6 0
2

r
p r r r r r r

r

 
          

 
 

uu ececy 2

2

3

1  
 

2

23

1 .ln xC
x

C
yxu   

  1
26

3 2
C

y x C x
x

     

 

  

















023

1

01

10

21

21

CC

CC

y

y
 

5

2
,

5

3
12  CC  

2

5

3

35

2
xy 




  

 هؼبدلِ سٗز را حل کٌ٘ذ  توزٗي :

    0333
2

 yyxyx  

 

ثِ جبٕ ؾزٗت  ِ ثِ غَرت کطٖ اٍٗلز ثَدُ ٍلٖکتٖ هؼبدلا تذکز :
nxؾزٗت دارا ٕ nbax  ثبضذ ثب

 حل ًوبٗ٘ذ   ax + b = uتغ٘ج٘ز هتغ٘ز 

033 2  yyuyuux  
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        031ln  tytDytyDDtu  

  10120131 2  rrrrrr  

  ttecccty  21  

   
  
3

3ln
3ln 21






x

xcc
xyxt  

 

p,ّزگبُ  قضِ٘ : pz y ) جَاثْبٕ خػَغٖ هؼبدلِ غ٘زّوگي ) ثِ تزت٘ت
 
l   f ,  l  g  y y   ثبضٌذ

ppآًگبُ  zy   ِجَاة خػَغٖ هؼبدلl   f +gy . است 

 

هٖ گ٘زٗن ٍ پس  tکوتزٗي تَاى را ثزاثز هتغ٘ز  سز ٗب ضبخع توبم تَاًْب سٍج ثَدّزگبُ در ٗک هؼبدلِ هف ًکتِ :

 هؼبدلِ را حل هٖ کٌ٘ن 

 هؼبدلِ ّوجٌذ کطٖ اٍٗلز 

2

2 1 0 0b x y b xy b y     

  0* 0212  ybybbybex u
 

Lnx = u 

 هؼبدلِ سٗز را حل کٌ٘ذ  توزٗي :

092  yyxyx  

    irryrrp 3,90911 2

2   

   xcxcyucucy ln3sinln3cos3sin3cos 2121   
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    0323
2

 yyxyx   
uex 3     ux  3ln  

 

 هؼبدلات ّوجٌذ کطٖ اٍٗلز سٗز را حل کٌ٘ذ  توزٗي :

2 4 0x y xy y            41,11  yy  

0552  yyxyx  

 رٍش ضزاٗة ًاهؼ٘ي 

   l(y) = f(x)رٍضٖ است ثزإ حل هؼبدلِ خكٖ غ٘زّوگي ؾزائت ثبثت در اٗي رٍش اگز در هؼبدلِ غ٘زّوگي 

   داضتِ ثبض٘ن  xm exxf . 

را ثب ؾزاٗت هجَْل پ٘طٌْبد داد ٍ پس جَاة ػوَهٖ  pyدر حبلتْبٕ سٗز هٖ تَاى جَاة خػَغٖ ٗؼٌٖ 

h  هؼبدلِ ثزاثز ثب  py y y  

 رٗطِ هؼبدلِ هفسز ًجبضذ  αاگز   -الف

  xm

mp exAxAAy  ...10  

 ا م هفسز ثبضذ kرٗطِ تکزارٕ هزتجِ  αاگز  –ة 

  xm

m

k

p exAxAAxy  ...10  

  R (x)   رٗطِ ّبٕ هؼبدلِ ضبخع    pyجَاة خػَغٖ 

ax

p Aey     12 , rara    
axe 

ax

p Axey     12 , rara    
axe 

  ax

p exAAy ....10   0,0 21  rr h(x) ٕٗک چٌذ جولِ ا 
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  axs

p exAAxy ....10  0,0 21  rr h(x)  ٕٗک چٌذ جولِ ا 

اگز غفز رٗطِ هؼبدلِ ضبخع اس هزتجِ تکزار کِ ثبضذ آًگبُ  ًکتِ : ....10  xAAxy s

p 

 0 1 ....x

py e A A x    iB رٗطِ هؼبدلِ ضبخع ًجَد   xheax
 

 0 1 ....x s

py e x A A x    رٗطِ هؼبدلِ ضبخع اس تکزار ثَد   xheax
 

xxAyp  sincos   iًِذارد  رٗط     xxNxxM  sincos  

 xxAxy s

p  sincos  i رٗطِ اس هزتجِ تکزار    xxNxxM  sincos  

 cos sins x

py x e A x x     i    رٗطِ اس هزتجِ تکزار کِ ثَد 

 

 جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل را ث٘بث٘ذ  توزٗي :

1) 3 4 1x xy y y e e          

  2 3 4 0p r r r     

   1

1

2

1
1 4 0 1

4

r
r r r

r


 
      


 

4

1 2

x x

py c e c e y    

1

5

x x

py xe xe     

xx AxeAey    

xxx AxeAeAey    
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x

ppp eyyy   43  

5

1
A  

   توزٗي :
24 4 xy y y e    

  2 4 4 0p r r r     

  202
2

 rr  

p

xx yxececy   2

2

2

1  

x

p

x

p exyAeAxy 2222

2

1

2

1    

xx

p eAxAezy 222 2    

xxxx

p AexAxAexAeAey 22222 4442    

xxxxxx AxexAeeAxaxeAeeyyy 2222222 8848244    

2

1
04 22   AeAx x

 

 توزٗي :

21) 3 4 2x xy y e e      

xeyyy  33)2  

23)2 4 6 3 xy y y e     

 توزٗي : 
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xyy cos2  

  irrrp  012  

 iyxcxey p  sincos 21  

 xBxAxyp sincos    

xbxxBxAxxAyp sinsinsincos   

xBxxBxBxAxxAxAyp sincoscoscossinsin   

10  BA  

xxxAyy pp cos2cos2sin2    

1,2  BrB  

0,02  AA  

xBxxAxxBxA sincoscos2sin2   

 

xxyxyx  توزٗي :  ln9 23  

  1012  rrrp  

p

xu yececy   ln

21  

pp

xx yxcxcyecec  

2

1

1

ln

2

ln

1  

uxex u  ln  

  uxhueyy u 9.9 2   
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  u

p euAAy 2

10   

uuu

p eAeAeAy 2

1

2

1

2 2.2   

uuuu

pp ueeAeAueAyy 22

1

2

0

2

1 9433   

393 11  AA  

    2 2

0 13 4 4 3lnu

pA A e y x x      

   2 24 3 4 3lnu

p py u e y x x        

p

xx yececy   ln

2

ln

1  

 توزٗي : 

2

2cos
sin)1 2 x

xyyy


  

xeyy x cos23)2 2  

xxyy cossin)3   

2 1 3
1 0 3

2

i
r r

 
       

p

xx

yecxecy 


2

3
sin

2

3
cos 2

1

2
2

1

11  

xAyyyy p 0
2

1
  

 xBxAyxyyy p 2sin2cos2cos
2

1
11   

 سَال :



64 
 

4 x xy y ye yxe     

2 4 4 0 2r r r       

  x

n exCCy 2

21

  

x

p eAy .  

x

p

x

p eAyeAy ..   

 در هؼبدلِ غ٘زّوگي غذق هٖ دّ٘ن 

0

6 2
. 4 . 4 .

9 3

x x x xAe Ae Ae ye A       

  xx

pnp eexccyyyxy
3

2

2

2 2

21

2  
 

 

 توزٗي : هؼادلِ 
24 4 3 xy y y x    

  202
2

 rr  

  x

n exccy 2

21

  

 دٍ ثبرٗطِ لسوت ّوگي است 2پ٘طٌْبد : 

  x

p exAAxy 2

10

2   

xx

p exAexAy 23

1

22

0

   

xxxx

p exAexAexAxeAy 23

1

22

1

22

0

2

0 2322    
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2 2 2 2 2 2

0 0 0 12 . 4 4 4x x x x x

py Ae A xe A xe A x e yA xe           

xxx exAexyAexyA 23

1

22

1

22

1 4    

 ثب جبٗگذارٕ دٍ هؼبدلِ اغلٖ دارٗن 

xxx xeeAxeA 22

0

2

1 326    













002
2

1
36

32

00

11
01

AA

AA
xAxyA  

  xx

ph exxexccyyyy 222

21
2

1
0 









  

 

3  توزٗي :  2 siny y y x    

xixeix  در چٌ٘ي هَاردٕ قجك فزهَل اٍٗلز دارٗن  sincos  

هؼبدلِ 
ln3 2 xy y y e     ٕرا حل هٖ کٌ٘ن در ًت٘جِ لسوت هَحذpy ( جَاة خػَغ٘بت

 ؾزٗت ًوب )

2,10232  rrrr  

xx

h ececy 2

21   

ix

p eAy .  

ix

p

ix

p eAyeiAy 00   

0 0 03 2 3 2ix ix ix ix ixy y y e A e A e A e e         
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i

i

i
AAiAA

31

31

31

1
123 0000







  

lA
10

3

10

1
0   

 xixiyp sincos
10

3

10

1









  

php yyyxxy  cos
10

3
sin

10

1
 

xxececy xx cos
10

3
sin

10

12

21   

 

 رٍش ؾزاٗت ًبهؼ٘ي در دٍ حبلت لبثل استفبدُ هٖ ثبضذ . تذکز :

 لسوت ّوگي ٗک هؼبدلِ خكٖ حتوب ثب ؾزاٗت ثبثت ثبضذ  (1

قزف راست هؼبدلِ حتوب ثِ غَرت  (2
xmex 

 ثبضذ  

 

 رٍش تغ٘٘ز پاراهتزّا 

ّزگبُ هؼبدلِ ًبّوگي قَرٕ ثبضذ کِ قزف راست آى ّز تبثؼٖ لزارگ٘زد ٍلٖ جَاة لسوت ّوگي را ثذاً٘ن کِ 

12 ,,..., yyyn ضزـ است آًگبُ پ٘طٌْبد ثِ غَرت      nnp yxcyxcyxcy  ...2211 

خَاّذ ثَد کِ تَاثغ    xcxc n,...,1 . اس دستگبُ سٗز حسبة هٖ ضَد 
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xa

xf
ycycyc

ycycyc

ycycyc

ycycyc

n

n

nn

nn

n

nn

nn

nn

nn

11

22

1

11

22

22

2

11

2211

2211

...

0...

0...

0...



 

 

 هطتق 

کِ در آى  xan ؾزٗت
 ny  ِدر هؼبدلf(x)   . تبثغ سوت راست است 

 هثال :

3 2 sin xy y y e     

 حل : 

2,10232  rrr  

xx

h ececy 2

21   

    xx

p excexcy 2

21   

 












1

sin
2

0

2

21

2

21
x

xx

xx

e
ecec

ecec

 

 

 ٗادآٍرٕ : رٍش کزاهز 
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cybxa

cbyax
 

c b c a

c b c a
x y

a b a b

a b a b

   
 

   

 

 حبل حل در دستگبُ کزاهز :

   xx

x

xx

xx

xx

xx

x

ee
e

ee

ee

ee

ee

e

x 





 sin
sin

2

2sin

0

3

2

2

2

2

2

 

   xx

x

xx

xx

xx

xx

x

ee
e

ee

ee

ee

ee

e

y 


 sin
sin

2

sin

0

2

3

2

2

2  

       dxeexceexc xxxx 

 sinsin 11  

 دارٗن :

  xxexc  sin2

2  

    dtdxetedxeexc xxxx  

 sin2  

  tdtexc sin2   
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ax
a

axx
a

axdxx

ax
a

ax
a

axdxx

sin
1

cos
1

sin

cos
1

sin
1

cos

4

2

 

   xxx eeetttc   sincossincos2  

      xxxxxx

p eeeeeey 2sincoscos    

ph yyy   

توزٗي : 
xexyyxyx  22

 

 ln x = uکطٖ اٍٗلز : 

       
ueueeuyuDyuyDD  21  

      حل ّوگي  1011  rrrr 

uu

h ececy  21  

    uu

p euceucy  21  

 

 

































u

u

u

eu

eu

eu
uu

uu

eeuc

eeuc

ee
ecec

ecec

.
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1

.
2

1

1

.

0

2

2

1
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21

21

 

 
uu eeu edueeuc    2

1
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2

1
1  

  
  dtetdueeuc teu u 23

2
2

1
.

2

1
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   2 2

2 2

1 1
2 2

2 2

t t t t t tc u t e te e c u t e te e                

ph yyy   

  







  uuuu eeueuueuu eeeeeeeececuy ..

2

1

2

1 2

21  

 
x

exeeexe
x

c
xcxyux xxxx 1

.
2

1

2

1
ln 22

1 







 

 

 

 رٍش کاّص هزتثِ 

ثزإ حل هؼبدلِ هزتجِ دٍم     0 yxQyxpy  1اگزy  ُجَاة آى ثبضذ آًگب

  12 yxcy   1جَاة دٗگز آى خَاّذ ثَد کِ ثبy  2211هستمل ثَدُ لذا ycycy   جَاة

 ػوَهٖ آى است .

 

2 1 2
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1 p x dx
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 را ً٘ش تؼ٘٘ي کزد  1yدر حبلت ّبٕ سٗز هٖ تَاى 

xyآًگبُ   p(x) + Xq(x) = 0اگز  (1 1 

اگز  (2    01  xQxp  ُ1آًگب

xy e 

1 آًگبُ   p(x) + q(x) = 0اگز  (3

xy e 

 

0هؼبدلِ  توزٗي :
12 







 yy

x
xy  2را در ًظز ثگ٘زٗذ اگز

1 xy  . جَاة آى ثبضذ 
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 جَاة ػوَهٖ را ث٘بث٘ذ ؟
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است،                     ، ٗک جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل     ثب تَجِ ثِ اٌٗکِ  هثال(

 جَاة هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل را ث٘بث٘ذ:

جَاة             ∫
 

  
   ∫      

                  
  

    
 

         ∫
 

  
 

 ∫
  

    
  

          ∫
 

  
            

        ∫
 

        
          ∫

         

        
  

         ∫ [
 

    
 

 

  
]           [

 

 
  |

   

   
|  

 

 
]

        [
 

 
  |
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 سزٕ تَاًٖ:

∑سزٕ           
 را تَاًٖ گٌَٗذ.    

 

 ضؼاع سزٕ:

|   |ّبٖٗ کِ   را ضؼبع سزٕ تَاًٖ گٌَٗذ ّزگبُ اٗي سزٕ ثِ اسإ     ػذد  ّوگزا ٍ ثِ اسإ    

|   |  ٍاگزا ثبضذ.   

|   |ثزإ   ثبٗذ ثزرسٖ ضَد.   

 هجوَػِ ًمبقٖ کِ سزٕ در آًْب ّوگزاست. تاسُ ّوگزاٖٗ:

 فزهَل ضؼاع:

      الف( رٍش کطٖ:
 

      √  
  

|            ب( رٍش ًسثت:
  

    
| 

 

 ّبٕ سٗز را ث٘بث٘ذ: ثبسٓ ّوگزاٖٗ سزٕ توزٗي:

∑ الف(
   

   
  

 

   

 

   |
  

    
|     |

   
   

 
   

|     
   

|
          

      
|              

|   |  ثبسٓ ّوگزاٖٗ                                           

    | |                 
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            ∑
   

   
 ٍاگزاست                                        

             ∑
   

   
 ّوگزا ً٘ست                        

 

∑ توزٗي: تاسٓ ّوگزاٖٗ
            

       

 

   

 را تذست آٍرٗذ. 

 

 در حبلت کلٖ ّوگزاست ّزگبُ قجك آسهَى ًسجت:

   |
    

  
|    

     |

       

     
            

       

|  |
  

        
|    

       
   

|
 

        
| |  |          |  |           |  |              

 خاص٘ت:

 تَاى هطتك گزفت ثذٍى آًکِ ثبسُ ّوگزاٖٗ تغ٘٘ز کٌذ؛ إ هٖ هزتجِ( اس سزٕ تَاًٖ در ثبسٓ ّوگزاٖٗ تب ّز 1

 است؛ 1( ثزإ اًتگزال هطبثِ 2

|   |تَاى جوغ ٍ ؾزة ًوَد ٗؼٌٖ اگز ثزإ  ( در سزٕ تَاًٖ در ثبسٓ ّوگزاٖٗ را ه3ٖ  داضتِ ثبض٘ن:   

∑             

∑             
 

 آًگبُ:
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∑                        

∑         ∑         ∑                   

                                    کِ در آى : 

∑ ّزگبُ سزٕ ت٘لَر:( 4              

 

   

|   |کِ ثبسُ    ثبضذ آًگبُ:   

 

       

        

   
      

  
 

   
       

  

                  
      

  
     

        | |    

 ًتاٗج:

                الف(
  

  
 

  

  
   

               ة(
  

  
 

  

  
   

               ح(
  

  
 

  

  
   

| | ت(       
 

   
             

  دارٗن:    ث( سزٕ دٍ جولِ ثزإ 

| |                     ∑
              

  
  

 

   

 

 

 لَرى تَاثغ سٗز را ثٌَٗس٘ذ: ثسف هک -توزٗي

 ؛          الف( 
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∑        

 

   

 

 ؛             ة( 

     
 

      
 

دارٗن  
 

   
 ∑   

هطتك
⇒  (

 

   
)
 

 ∑                           | |    

 

          ح( 

        ∫
 

   
         

 

   
 ∑   

        ∫∑          ∑
     

   
                   | |    

 

 ضَد. هٖ     ∑ثِ غَرت       ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز          ∑سزٕ  تذکز:

 



76 
 

ٗبفت ضَد ثكَرٗکِ ثتَاى   تحل٘لٖ گٌَٗذ ّزگبُ ػذدٕ هبًٌذ      را در ًمكِ      تبثغ  ًقطٔ تحل٘لٖ:

ٍ در ٗک ّوسبٗگٖ آى    در   ًَضت ٍ ثِ ػجبرت دٗگز             را در ثبسٓ      ثسف ت٘لَر 

 پذٗز ثبضذ. هطتك

 

     تبثغ  هثال:
 

 
 ً٘ست. تحل٘لٖ    در  

 

 ًقطٔ هؼوَلٖ ٍ ًقطٔ هٌفزد:

 را ٗک ًمكِ هؼوَلٖ هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل خكٖ   ًمكٔ 

          
                            

ًمكِ هٌفزد    تحل٘لٖ ثبضٌذ. در غ٘ز اٌٗػَرت    در              ،      گٌَٗذ ّزگبُ توبم تَاثغ 

 هؼبدلِ است.

 

 ًمكِ هؼوَلٖ هؼبدلٔ    ّزگبُ  :قضِ٘

          
                            

∑  ثبضذ سزٕ          
  

 جَاة آى است.    

را ثِ        ٍ         ،                   َاة هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل ج توزٗي:

 ّب ث٘بث٘ذ. کوک سزٕ

 چَى  جَاب:

 
 تَاثغ :

             
      
       

 تحل٘لٖ ّستٌذ،    در ًمكٔ 

 دّ٘ن: لَرى پ٘طٌْبد هٖ ٗک ًمكغ هؼوَلٖ هؼبدلِ است. پس جَاة آًزا ثِ غَرت سزٕ هک    پس 
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               پ٘طٌْبدٕ
      

  
     

 کِ :          

                     

در هؼبدلِ                                             

 هطتك هؼبدلِ:

                           

                                            

          ثِ قَر هطبثِ 

         
  

  
 

   

  
 

 

  
     

 ثِ اٗي رٍش، رٍش هطتمبت هتَالٖ ّن گٌَٗذ. تذکز:

 ًمبـ هٌفزد هؼبدلِ سٗز را ث٘بث٘ذ: توزٗي:

                              

       جَاة
 

       
   

 

       
    

        
 

       
                  

 

       
 

 اًذ. پس اٗي ًمبـ هٌفزدًذ. ًب تحل٘لٖ     ٍ      ٍ     در 

 جَاة ػوَهٖ هؼبدلٔ دٗفزاًس٘ل سٗز را ثب رٍش سزْٗب ثذست آٍرٗذ: -توزٗي

                  

 اًذ: تحل٘لٖ    چَى ؾزائت در  جَاب(
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∑     پ٘طٌْبدٕ     

 

   

 

   ∑        

 

   

 

    ∑             

 

   

 

جبٗگذارٕ     ∑             

 

   

  ∑        

 

   

       ∑     

 

   

   

کٌ٘ن هٖ  ثشرگتزٗي تَاى ضزٍع    است ّوِ را ثِ آى تجذٗل  
 

 

  ∑             

 

   

 ∑      

 

   

 ∑       

 

   

  ∑     

 

   

   

 کٌ٘ن: ؛ ثب لغشش حذٍد ّوِ را ثِ آى تجذٗل هٖ    ثشرگتزٗي اًذٗس ضزٍع 

          
  ∑         

 

   

         ∑      

 

   

 ∑       

 

   

          ∑     

 

   

 

           

 ∑                  ∑          
   

 

   

 

   

 ∑      
   

 

   

          ∑      
   

 

   

   

                     ∑                      
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{
 
 

 
                                                                          

                        
 

 
                                              

راثكٔ ثبسگطتٖ                                                  

 

                                        
 

 
   

                                        
 

  
   

               
  

 

 
   

  
 

 
   

  
 

  
   

    

     )        ٗب
 

 
    )       

 

 
   

 

 
      

 

ثٌَٗس٘ذ. )ٗب ثِ     را در ًمكِ                ثسف ت٘لَر جَاة هؼبدلِ دٗفزاًس٘ل  توزٗي:

 (   غَرت ٗک سزٕ تَاًٖ حَل 

 

     ∑         

 

   

 

 دّ٘ن: کبر را اداهِ هٖ      جْت راحتٖ کبر ثب تغ٘٘ز هتغ٘ز 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
   

   

   
 

   

   
                             

∑   پ٘طٌْبدٕ     
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∑             

 

   

 ∑      

 

   

 جبٗگذارٕ                    

∑             

 

   

 ∑      

 

   

  ∑
  

  

 

   

 

    ∑             

 

   

 ∑      

 

   

    ∑
  

  

 

   

 

    ∑             

 

   

 ∑          
       ∑

 

      
   

    

 

   

 

        ∑                    
 

      
   

        

{
   

 

 
                                                                    

                   
 

      
  

 

                                 
 

 
   

 

 
 

   
⇒         

   

 
 

 
 

 
               

 

  
 

                    
 

 
             

 

 ًقطٔ هٌفزد هٌظن:

                          

 را هٌظن گٌَٗذ ّزگبُ هؼبدلٔ اخ٘ز ثِ غَرت   ًمكٔ هٌفزد 
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 تحل٘لٖ ثبضٌذ ، در غ٘ز اٌٗػَرت ًبهٌظن است.   در      ٍ      ثٌَٗس٘ن ٍ 

 ًمبـ هٌفزد هٌظن هؼبدلِ سٗز را ث٘بث٘ذ: -توزٗي

         
 

 
        

        جَاة
 

      
   

 

   
    

 ًمبـ ًبهٌفزد                                      

 دارٗن:       ثب ؾزة کزدى هؼبدلِ دٍم در 

      
 

   
   

   

   
    

     
 

   
                         

    

   
 

 ًمكٔ هٌفزد ٍ هٌظن هؼبدلِ است.    اًذ پس  تحل٘لٖ    در    ٍ  

 دارٗن:       ثب ؾزة قزف٘ي در     حبل ثزإ 

          
     

 
             

     
 

 
                               

 هٌفزد هٌظن است.    اًذ پس  تحل٘لٖ    کِ ّز دٍ در 

 

 رٍش فزٍتٌَ٘س:

ثبضذ، جَاة را ثِ                           ٗک ًمكٔ هٌفزد هٌظن هؼبدلٔ    ّزگبُ 

 غَرت سزٕ فزٍثٌَ٘س ٗؼٌٖ ثِ غَرت:
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 ∑         

 

 

   

 

 ٗک ػذد(  دّ٘ن. ) پ٘طٌْخبد هٖ      ثب 

 هؼادلٔ ضاخصٖ:

   ًمكِ هٌفزد هٌظن هؼبدلٔ     ّزگبُ 
      

ثبضذ، ثؼذ اس پ٘طٌْبد جَاة ثِ         

∑    غَرت            
هسبٍٕ غفز را هؼبدلٔ ضبخػٖ    غذق دادى آى هؼبدلِ ؾزٗت     

 گٌَٗذ کِ ثزاثز است ثب:

                     هؼبدلٔ ضبخػٖ

 ًتاٗج:

 افتذ: ّبٕ هؼبدلٔ ضبخع ثبضٌذ سِ حبلت اتفبق هٖ رٗطِ   ٍ     اگز 

 (1حالت

آًگبُ:          
      ∑     

 

   

 

 
      ∑     

 

   

 

 اًذ ٍ جَاة ػوَهٖ ثزاثز است ثب: دٍ جَاة هستمل هؼذلِ

            

 (2 حالت

        آًگبُ:
     ∑     

 

   

 

 
           ∑     
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 اًذ ٍ جَاة ػوَهٖ: دٍ جَاة هستمل

            

 آًگبُ:        اگز (3حالت 

      ∑     

 

   

 

             ∑     

 

   

 

 جَاة ػوَهٖ آى است.            اًذ ٍ  دٍ جَاة هستمل

 

 هؼبدلٔ سٗز را ثب رٍش سزْٗب حل کٌ٘ذ: توزٗي:

                   

    ثزرسٖ  جَاب:

    
   

  
   

 

 
    

 ًمكٔ هٌفزد است.    پس 

 دارٗن:   ثب ؾزة قزف٘ي در 

      
      

 
        

     
   

 
                

 ًمكٔ هٌفزد هٌظن است.    اًذ پس  تحل٘لٖ    کِ در 
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∑       پ٘طٌْبد     

 

   

 

                    

       
 

 
                           

 

 
                          

 

 
 

        

{
 
 

 
      ∑     

 

   

 ∑     

 

   

    
 
 ∑     

 

   

                       

 

 ّب را پ٘ذا ًوَد:   تَاى  کِ ثب جبٗگذارٕ در هؼبدلِ هٖ

            

 

 جَاة هؼبدلِ سٗز را ثِ غَرت ٗک سزٕ ثٌَٗس٘ذ:توزٗي: 

                      

                             ًمكِ هٌفزد هٌظن است      جَاب(

هؼبدلِ هطخػِ                            
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{
 
 

 
       ∑                      

 

   

            ∑     

 

   

 

 ّب حل کٌ٘ذ: ثِ کوک سزٕ توزٗي:

                     

 ًمكِ هٌفزد هٌظن است ٍ دارٗن     جَاب:

                     

                           

 

 هؼادلٔ هطخصِ )ضاخص(:

                 

                               

 

{
 
 

 
      ∑     

 

   

           ∑     

 

   

 

 

 

 

 

 


